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Zadanie 1 [5 punktow]
[2 punkty] Zaproponuj algorytm, optymalny ze wzgledu na liczbe poréwnan, sortujacy ciag x[1],
x[2], ..., X[7], parami r6znych liczb catkowitych oraz taki, ze dla kazdego 1 =1, 2, 3, x[1] < x[21]
oraz x[1] < x[2i+1].
[3 punkty] Udowodnij optymalno$¢ swojego rozwigzania.

Zadanie 2 [6 punktow]

Ile wynosi maksymalna liczba zamian w fazie budowy kopca (od dotu) dla 2-uporzadkowanego
ciggu a[1..n], gdzie n = 2*-1, dla pewnego k > 0? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 3 [9 punktow]
Rozwazamy dynamicznie zmieniajacy si¢ cigg A=<a,, a,, ..., a,>, parami réznych n liczb
catkowitych. Na ciggu A dozwolona jest jedyna operacja NaPoczatek(i), 1<i<n, ktdra przesuwa

element a; na poczatek A.

Przyktad
Dla A=<4,1,3,5,2>, po wykonaniu NaPoczatek(3) dostajemy A=<3,4,1,5,2>.

Interesuje nas ciagg operacji NaPoczatek o minimalnej dtugosci, ktorych wykonanie posortuje A.
Nazwijmy go minimalnym ciggiem sortujgcym.

a) [3 punkty] Zaprojektuj algorytm, ktory w czasie O(n) wyznacza pierwszy element minimalnego
ciggu sortujacego.

b) [2 punkty] Zaprojektuj efektywny algorytm wyznaczajacy caly minimalny ciag sortujacy.
¢) [4 punkty] Udowodnij poprawno$¢ swoich rozwigzan.

Dokonaj analizy ztozono$ci czasowej zaproponowanych algorytmow.



Rozwigzania
Zadanie 1

Porzadek na x, to porzadek kopcowy. x[1] jest najmniejsze. Pozostate elementy mozna
uporzadkowac na 2*2*( ) sposobow — lewe 1 prawe poddrzewa mozna uporzadkowac na dwa
sposoby kazde, a w ciggu wynikowym elementy z lewego poddrzewa mozna rozmiesci¢ na ()
sposobow. Razem mamy 80 sposobow. Stad drzewo decyzyjne sortujgce ciggi x musi mie¢
wysokos$¢ co najmniej 7. Sortowanie za pomocg 7 poroOwnan jest proste. Sortujemy osobno
poddrzewa, a nastgpnie scalamy dwa ciggi uporzadkowane, kazdy o dtugosci 3.

Zadanie 2

Udowodnimy, ze maksymalna liczba zamian wynosi 2" {k-1}-1. Liczba ta jest realizowana przez
cigg 2-uporzadkowany, w ktorym wszystkie elementy z pozycji nieparzystych sg wigksze od
wszystkich elementdw z pozycji parzystych. Dowodd przeprowadzimy indukcja po k. Dlak=1,2 w
oczywisty sposob maksymalne liczby zamian wynosza odpowiednio 01 1. Rozwazmy k > 2.
Woéwezas wysokos¢ kopca wynosi k-1. Niech r bedzie korzeniem. Z 2-uporzadkowania wynika, ze
klucz z korzenia nigdy nie bedzie zamieniany z kluczem z prawego syna. Z zatozenia indukcyjnego
maksymalna liczba zamian w prawym poddrzewie wynosi 2" {k-2}-1. Zal6zmy teraz, ze klucz z
korzenia jest zamieniany z kluczem z lewego syna. Z 2-uporzadkowania wynika, ze musi to by¢
oryginalny klucz z tego wezta (przed budowa lewego podkopca). Zatem b.o. mozemy przed
wszystkimi zamianami zamieni¢ klucz z korzenia z kluczem z jego lewego syna. Jesli teraz
przenumerujemy wezly w lewym poddrzewie od 1 (odejmujac 1 od numeru kazdego wezla), to
pytamy si¢ o maksymalng liczbe zamian w budowie kopca dla 2-uporzadkowanego ciggu dlugosci
27 {k-1}-1 — z ztozenia indukcyjnego jest ich 2" {k-2} — 1. Tak wigc razem mamy 2" {k-2} — 1 +
2Mk-21 — 1+ 1=2"{k-1}-1 zamian.

Zadanie 3

W tym zadaniu najtrudniejsza jest czg$¢ a). Wystarczy zauwazy¢, ze element maksymalny nie jest
przesuwany. Jesli drugi co do wielkos$ci jest przed nim, to tez nie jest przesuwany. Jesli trzeci co do
wielko$ci nie jest, to tez nie jest przesuwany, itd. Zatem pierwszym przesuwanym elementem jest
najwigkszy taki, od ktérego nie zaczyna si¢ podciag rosnacy kolejnych co do wielkos$ci elementow
ciagu, konczacy sie elementem najwiekszym. Znalezienie takiego elementu jest bardzo proste.
Szukamy maksimum przegladajac ciag od strony lewej do prawej. Niech maks bedzie najwigcksza
dotychczas znaleziong wartosciagim_1, m_2, ..., m_k bedg warto$ciami, ktdre przyjmuje maks.
Woéwezas szukanym element jest element poprzedzajacy m1 w ciggu posortowanym. Znalezienie
takiego elementu zajmuje czas liniowy — zapamigtujemy najwigkszy z elementow sposrod
najwiekszych pomiedzy m_iorazm_{i+1}.

W czgsci drugiej sortujemy caly ciag i wyznaczamy m_1, m_2, ..., m_k. Nastepnie dla kazdego z
pozostalych elementow liczymy ile jest elementéw wigkszych od niego, potozonych na prawo 1
réznych od m_1, ..., m_k. Stosujemy algorytm, jak przy obliczaniu wektora inwersji.

Napoczatek dla elementu e wykonujemy z parametrem rownym pozycja elementu w ciggu
wejsciowym plus policzona liczba elementéw wigkszych.



